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Grundlagen: Vektoren und
Matrix-Sichtweisen
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Ziel und Notationskonventionen

Diese Folien fassen die lineare Algebra zusammen, die fir Embeddings, Projektionen,
Self-Attention (Selbstaufmerksamkeit) und die Vorhersage des nachsten Tokens

bendtigt wird.
Wir verwenden beide Konventionen:
e Spaltenvektor-Konvention: Vektoren in R™ werden als Spalten geschrieben.

e Zeilenvektor-Konvention: Vektoren werden als Transponierte geschrieben, also

als Zeilen in R1x7,
In der Transformer-Praxis treten beide auf:

e Mathematik bevorzugt Spaltenvektoren
e Implementierungen sind natdrlicher in Zeilenform — ein Token pro Zeile

Zentrale Lehraussage

Linksmultiplikation wirkt natarlich auf Spalten.
Rechtsmultiplikation wirkt natlrlich auf Zeilen.
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Skalarprodukt, Norm und Kosinus
Seien z,y € R".

Skalarprodukt

n
(@y) = 2Ty = D ziy
o=l

bilinear, symmetrisch, positiv definit: = "z > 0, mit Gleichheit genau dann, wenn z = 0.

Euklidische Norm und Winkel

-
lzl]le = VaTz, cosf = —— Y

lll2 llyll2
Der Kosinus misst die Richtungséahnlichkeit unabhangig von der Skalierung.
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Eine Matrix ist beides: Spalten und Zeilen

Sei A € R™*™,
Spaltensicht:
A = (a1,...,a,), a; € R™.
Zeilensicht:
1
A = S, r; € R™.
T

Beide Sichtweisen sind aquivalent — und jede macht eine andere Identitat offensichtlich.
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- Matrixmultiplikation
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Matrix mal Vektor: Zwei Interpretationen

Seien A € R™*"™ und z € R".
Spaltenkombination:
Ar = x101 + -+ Tpan.

Ax ist eine Linearkombination der Spalten von A.
Zeilenauswertung:
’I“Il‘
Az = :
’f’;lr—LﬂS
Jeder Eintrag von Ax ist ein zeilenweises Skalarprodukt mit x.
Beide Aussagen sind gleichzeitig wahr.
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Zeilenvektor mal Matrix

Seienu' € R™>*™ und A € R™*", Dannistu' A € R1*?,
Zeilenkombination:

ulA = ulrir 4t umr;.

Spaltenauswertung:
u'A = (uTal uTan).

Zeilenvektor mal Matrix = Linearkombination der Zeilen von A.

L
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Matrix mal Matrix

Seien A € R™*" B ¢ R"*P also AB ¢ R™*P,
Spaltenweise Sicht:
AB = (Aby,...,Aby).
Linksmultiplikation mit A transformiert jede Spalte von B.
Zeilenweise Sicht:
’FIB

AB = :
r;B
Rechtsmultiplikation mit B transformiert jede Zeile von A.
Die Kernidentitat fiir die zeilenweise Transformer-Notation.
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Eintragsweise Formel

Der (i, j)-Eintrag von AB ist
n
(AB)Z] = ZAszk] = ’I";I—Cj,
k=1

wobei TZT die i-te Zeile von A und ¢; die j-te Spalte von B ist.

Kernerkenntnis

Jeder Eintrag eines Matrixprodukts ist ein Zeile-Spalte-Skalarprodukt.
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Matrix als Funktion — lineare Abbildungen
Jede Matrix A € R™*" definiert eine Funktion

fA :R™ — Rm, fA((I}> = Ax.

Definition (lineare Abbildung)

f:R™ — R™ heifB3t linear genau dann, wenn fir alle z,y € R™ und o, 5 € R

flax +py) = af(x)+6f(y)-

e f4 istlinear (direkter Nachweis Uber die Distributivitat).
e Umgekehrt ist jede lineare Abbildung f : R™ — R™ durch eine eindeutige Matrix
gegeben, sobald eine Basis fixiert ist: Spalte j von A ist f(e;).
Matrizen und lineare Abbildungen zwischen endlich-dimensionalen Raumen sind
dasselbe.
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Affine Abbildungen — linear plus Verschiebung

Definition (affine Abbildung)

g : R™ — R™ heif3t affin genau dann, wenn A € R™*"™ und b € R™ existieren mit
g(x) = Ax+b.

Aquivalent: g — ¢(0) ist linear.

e Linear C affin (setze b = 0).

e Affine Abbildungen erhalten affine Kombinationen: (>, Aixz;) = >, Ai g(z4),
sofern . \; = 1.

e Konkreter Hinweis: die Abbildung h +— hW; 4 b1 im FFN ist affin, nicht linear —
der Bias by bricht die Linearitat.
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Komposition rechtfertigt die Matrixmultiplikation
Seien f4 : R" — R™ und fp : R”™ — RP linear, mit Matrizen A, B. Dann gilt
(fpo fa)(@) = B(Az) = (BA)z
Die Matrixmultiplikation ist genau so definiert, damit dies funktioniert:

= Z B Ay
%

Die Formel ist nicht beliebig — sie ist erzwungen durch die Forderung ,Matrix der
Komposition = Produkt der Matrizen*.

Abgeschlossenheit unter Komposition

e Die Komposition linearer Abbildungen ist linear.

e Die Komposition affiner Abbildungen ist affin:
B(Ax + by) + by = (BA) z + (Bby + b2).
Beheblg viele lineare (oder affine) Schichten zu stapeln bleibt in derselben Klasse — genau

o 1‘0 braucht man Nichtlinearitaten. 10173
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Matrixverkettung als Funktion

Zwei Moglichkeiten, Matrizen zu gréBeren zusammenzusetzen:
Horizontale Stapelung. Fir A € R™*" B € R™*P:

[A| B] e R™*(n+p), [A\B](j) = Az + By.

Liest A auf den ersten n Koordinaten, B auf den letzten p.
Vertikale Stapelung. Fir A € R"™*", B € RP*™:

A A Az
(m-p)xn _
(5 cme (5)7 = (52)

Wendet A und B parallel auf denselben Input an und stapelt die Ausgaben.
Vorgriff: Vertikale Stapelungen liegen den per-Head-Ausgaben in MHA zugrunde;
horizontale Stapelungen erscheinen bei fusionierten QKV-Projektionen.
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S- VS.
chtsmultiplikatio

: wirkt auf Spalten ~ Spaltenwirkung

B: wirkt auf Zeilen  Zeilenwirkung



Transponierte, auBere Produkte
Gram-Matrizen




Regeln fiir die Transponierte

Fir passende Matrizen gilt
(AT =4, A+B)T"=A"T+B", (AB)"=BTA".
Die letzte Identitat ist besonders wichtig.

Beispiel: Attention-Score-Matrix

QKT = (XWo)(XWgk)T = XWoWg XT.
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S RR—— ——.. LSS
AuBere Produkte und Rang-eins-Matrizen

Firuw € R™, v € R™ hat das auBere Produkt
uv' € RMX" (wv")ij = uiv;

héchstens Rang 1.
Zerlegung eines Matrixprodukts in duBere Produkte. Sind A = (ay,...,a,) und
BT = (by,...,by,), sogilt

AB = Z ar by .
k=1

Viele Matrixidentitdten lassen sich am natlrlichsten als Summen von
Rang-eins-Anteilen lesen.
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Gram- und Ahnlichkeitsmatrizen

Sei X € RTxd,
Gram-Matrix der Zeilen von X:

XXTeR™T (XX =] ;.
Gram-Matrix der Spalten von X:
XX e R,

X X" enthéalt alle paarweisen zeilenweisen Skalarprodukte — die strukturelle
Blaupause der Attention-Scores.
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~ Bilinearformen




Die adjungierte Identitat: (Az, y) = (z, ATy)

Fir A e R™*" 2 € R", y € R™:
(Az, y) = (Aa:)Ty = xTATy = (z, ATy>,

mit (AB)T = BT AT im mittleren Schritt.

Die Transponierte wandert frei durch das Skalarprodukt: was A links von (-, -) tut, tut AT rechts.

Genau dieser Schritt wird bei der Herleitung der Attention-Scores verwendet:

Sij = (h{ Wo)(hf Wi)T = (WG hi, Wichy).
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Bilinearformen — verallgemeinerte Skalarprodukte

Definition
b:R™ x R” — R hei3t bilinear, wenn b in jedem Argument linear ist (bei festgehaltenem
anderen).

Jede Bilinearform auf R” besitzt die Form
b(xz,y) = x' My fir ein eindeutiges M € R™*".
Das Skalarprodukt ist der Spezialfall M = I.

Erhalten vs. verloren

e Linearitat in beiden Argumenten v'.
e Symmetrie: nur falls M = M T.
e Positive Definitheit: nur falls M pos. semidefinit.

ion-Scores sind genau dies mit M = W W,- — im Allgemeinen nicht
etrisch (gerichtete Attention). 117/73




Permutationsmatrizen




Permutationsmatrizen

Eine Permutationsmatrix P ¢ {0,1}7*7 besitzt genau eine 1 pro Zeile und pro Spalte.

010 x Ty
P=1|(0oo0 1|, Plag T4
100 2 x]

Zwei Fakten, die wir wiederholt verwenden
e PX permutiert die Zeilen von X (und X P permutiert die Spalten).
e PTP = I: Permutationsmatrizen sind orthogonal.
Sie treten im Softmax-Aquivarianz-Lemma (n&chster Abschnitt) und im
Attention-Aquivarianz-Lemma (spater, bei der Positional Encoding) auf.
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Punktweise Nichtlinearitaten




Punktweise Nichtlinearitaten | — Sigmoid

Lineare und affine Abbildungen komponieren zu linear / affin. Damit ein gestapeltes
Netz mehr berechnen kann, brauchen wir Nichtlinearitaten.

1
O'(SC) = m, O'R—)(O,].)

Eigenschaften:
e Glatt, beschréankt, monoton wachsend.
e Sattigt: o’ (x) — 0 flr |z| — oo » verschwindende Gradienten in tiefen Stapeln.
e Historischer Standard; weitgehend durch ReLU und seine glatten Varianten
verdrangt.
Punktweise angewandt: o(z) fir z € R™ bedeutet o auf jede Koordinate einzeln
angewandt.
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L ——————————.
Punktweise Nichtlinearitaten Il — ReLU und die ,,LU“-Familie

Alle werden punktweise auf Vektoren und Matrizen angewandt.

e ReLU: max(0, z). Schnell; keine Sattigung auf der positiven Seite. Risiko: dying
RelL U (Neuronen bleiben bei 0 hangen).

e Leaky ReLU: max(ax, x) fir kleines o > 0. Behebt das Dying-ReLU-Problem.
e ELU /SELU: glatter negativer Schwanz, a(e* — 1) flr x < 0.

e GeLU: x - (), ® = Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung. Glattes
ReLU. Standard in BERT, GPT-2/3, urspriinglichem Transformer-FFN.

e SiLU /Swish: z - o(z). In LLaMA u. a., meist als SwiGLU verpackt.

Was sie gemeinsam haben

Alle sind nichtlineare skalare Funktionen, elementweise angewandt; sie brechen die Linearitat,
sodass gestapelte Schichten mehr als nur eine einzige affine Abbildung ausdricken kénnen.
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Softmax — Definition und geometrisches Bild

Fir z € R™: B
e £
SOftmaX(Z)i = <n 2
21 €7
Bildet R™ auf das offene Simplex {p; > 0, >, p; = 1} ab — glatte Naherung des
arg max.

Drei Eigenschaften zum Merken

¢ Verschiebungsinvarianz: softmax(z + c1) = softmax(z) — nur Differenzen
zéhlen (Trick: max; z; abziehen).

e Temperatur: softmax(z/7) » fir 7 — 0 harter arg max; fir 7 — oo
Gleichverteilung.

e Aquivariant, nicht invariant: Permutation von z permutiert softmax(z) ebenso.

Keine punktweise Nichtlinearitat — die Koordinaten sind tiber den Nenner gekoppelt.

Q
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Zeilenweises Softmax auf Matrizen

Fir X € RT*T sei softmax(X) zeilenweise definiert:

softmax(X);; = TEL
Dy €

Jede Zeile der Ausgabe ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung Gber die T°

Spaltenindizes.

Genau so in der Attention verwendet
Jede Zeile der Score-Matrix S wird zur Verteilung einer Query Uber die Keys.

Zeile vs. Spalte. Die Wahl der Achse ist entscheidend:

e Zeilenweises Softmax: softmax(PX) = P softmax(X) fir eine Permutation P
(Zeilen sind unabhangig).

e Ein spaltenweises Softmax ware ein vollig anderer Operator.
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S RRRR——S—————————
Lemma — Permutationskonjugation passiert das Softmax
Aussage. Fiir jede Permutationsmatrix P € {0,1}7*7 und jedes X € RT*T gilt
softmax(PXP') = P softmax(X)P'.

Beweis.

e Zeilenhilfte: softmax(PX) = P softmax(X) — Softmax wirkt zeilenweise, und P
sortiert lediglich um, welche Zeile wohin geht.

e Spaltenhilfte: softmax(X P') = softmax(X) P" — der Zeilennenner ), e~
ist invariant unter Spaltenumordnung, sodass das Softmax jeder Zeile lediglich
seine Eintrage umetikettiert bekommt.

e Komposition: softmax(PXP") = P softmax(XP') = P softmax(X)P'. H

Warum das wichtig ist

Genau diesen Schritt Giberspringt der Beweis der Attention-Aquivarianz haufig. Mit diesem
Lemma ist die Kette A’ = softmax(PSPT) = PAPT vollstandig rigoros.

.
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Zeilen- vs. spaltenweise Speicherung der Tokens

Zeilenweise: X ¢ RT*? — jeder Token ist eine Zeile.

L

Am naturlichsten fur Erklarungen auf Implementierungsebene.
Spaltenweise: X € R¥*T — jeder Token ist eine Spalte.

)? = (:Ul,...,.%'T) = XT.
Mathematisch &quivalent; sie unterscheiden sich nur darin, wo die Transponierte sitzt.
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Query, Key, Value — woher die Namen kommen

Die Terminologie stammt aus dem Information Retrieval bzw. Dictionary-Lookup.

Klassischer Lookup: d [query]

Eine Query (Anfrage) wird mit gespeicherten Keys (Schlisseln) verglichen; bei einem Treffer
wird der zugehdrige Value (Wert) zurlickgegeben.

Self-Attention weicht diesen Lookup auf:
e jeder Key erhalt ein Gewicht (nicht nur ein einzelner Treffer)
e die Gewichte werden per Softmax normalisiert
e die Ausgabe ist ein gewichteter Mittelwert der Values

In der Self-Attention stammen @, K, V' alle aus demselben X — jeder Token fragt:
.welche anderen Tokens sind Keys, die zu meiner Query passen?*
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Token <+ Zeile <> Query / Key / Value

Jede Zeile von X, ), K,V ist derselbe Token, betrachtet durch eine andere gelernte

Linse.

Zeile Token Embedding Query Key Value
hi hiWqg hl Wi  hi Wy

1 king hi @ kil vy

2 man hg qs ko vy

3 woman ha qs ka vg

4 queen hi q:{ ki vl

T  letzter Token hye ar ke VU

Zeile i von @ ist, was Token i anfragt; Zeile i von K ist, was er anbietet; Zeile i von V'

ist, was er liefert.

; | 26/73
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Self-Attention: Projektionen (zeilenweise)

Sei X € RT*? Wahle Projektionsmatrizen
Wq € RdXd’“, Wk € RdXdk, Wy e R

Definiere
Q:XWQ, K = XWk, V =XWy.

Rechtsmultiplikation transformiert jede Token-Zeile in eine Query-/Key-/Value-Zeile. Es
istalso Q, K € RT*% ynd V e RT*dv
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Score-Eintrag als Skalarprodukt

Die Zeilen der projizierten Matrizen sind

Zeileivon Q = b/ Wg,  Zeillejvon K = h]Wk.

Die Zerlegung

Sij = @ kj = (h{ Wo)(h] Wk)T = h] WoWgh; = (Wghi, Wgh;).

Ein Skalarprodukt zwischen dem gelernten Query-Vektor Wg h; und dem gelernten
Key-Vektor W h;, beide in R,

(Der mittlere Schritt nutzt die Transponierten-Regel (AB)T = BTAT))
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Geometrische Lesart des Scores

Im Query-/Key-Unterraum R% gilt

ai ki = llaill2 [1k;ll2 cos ;5.

Zwei geometrische Lesarten

1. Projektion. q;l—kj ist die Lange der Projektion von ¢; auf die Richtung von &,
skaliert mit ||k'J “2

2. Betrag x Ausrichtung. GroBB genau dann, wenn beide Vektoren lang sind und
ahnlich zeigen.

» 1oken 1 attended auf Token j“ bedeutet: im gelernten Q/K-Unterraum hat die Query von
1 einen grof3en Anteil in Richtung des Keys von j.
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Die vollstiandige Score-Matrix (Ubersicht)

hi{ Wq
Q = : , K" = Wkhy -+ Wihy).
hrWq
W WoWehy - hi WoWjihy
QK" = 5 :
hiWoWikhy - hiWoWihy

Jeder Eintrag ist ein Skalarprodukt im Query-/Key-Unterraum. Die Score-Matrix
S = QK " hangt ausschlieBlich vom Input X selbst ab.
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Scores als gelernte Bilinearform
Sei M = WoW,- € R¥4 Dann
Sij = h M hj.

Die Score-Matrix ist eine gelernte Bilinearform auf dem Embedding-Raum.

e Asymmetrie. Im Allgemeinen M # M, also S;; # S;; — Attention ist gerichtet.
(,Die Katze jagt die Maus*: die Beziehung zwischen Katze und Maus ist nicht
symmetrisch.)

e Niedriger Rang. rang(M ) < dy. Die Zerlegung von M in zwei d x dj-Faktoren ist
ein expliziter Rang-Engpass.
e Warum zwei Matrizen, nicht eine. W und W kdénnen unterschiedliche

Embeddings fir ,Fragen“ und ,Befragt-Werden* lernen — die Asymmetrie ist ein
Feature, kein Preis.
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S RR—— ——.. LSS
Self-Attention: Scores und Ausgabe
Score-Matrix.
S = QKT ERTXT, Sij = q;rk‘j.

Alle paarweisen Query-Key-Skalarprodukte.
Scaled Dot-Product Attention.

-
A = softmax(m{).

Vg
Softmax wird zeilenweise angewandt; jede Zeile von A summiert sich zu 1.
Ausgabe.

Attention(X) = AV e RT*d,

Zeilei: (AV);. = erzl Ajj va — ein gewichteter Mittelwert der Value-Zeilen.
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Warum der Faktor 1/./d;,?

Varianzargument

Haben Query- und Key-Eintréage eine Varianz der Ordnung 1, so hat q;rkj eine Varianz der
Ordnung dj,.

Skalierung mit v/dj,:
e halt die Logits in einem numerisch stabilen Bereich,
e verhindert, dass das Softmax zu friih zu scharf wird.
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S RR—— ——.. LSS
Dieselbe Attention in spaltenweiser Notation

Sind die Tokens Spalten, X € RT 5o werden die Projektionen links angewandt:
QVZWQXa K:WKX, ?:WV_)Z.

Die Score-Matrix wird zu
@Tk c RTXT.

Die beiden Notationen unterscheiden sich nur in der Platzierung der Transponierten; die
zugrundeliegende Mathematik ist identisch.
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Von einem Head zu vielen — Multi-Head Attention

Multi-Head Attention (MHA) ist kein grundlegend neuer Mechanismus. Es ist die
einfache Attention aus §4, parallel ausgefihrt auf disjunkten Teilen des
Embedding-Raums, mit einer abschlieBenden Misch-Projektion, die die Teile wieder zu
einer d-dimensionalen Ausgabe zusammensetzt.

Drei strukturelle Anderungen gegeniiber Single-Head

1. Zerschneide den Embedding-Raum in H Blocke der GroBe d, = d/H.
2. Q/K/V-Projektionen pro Head, jeweils mit Form d x d.
3. Neue Output-Projektion Wy € R4*? die die Head-Ausgaben mischt.

Konkret (GPT-2 small): d = 768, H = 12, d; = 64.

.
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Aufteilung und Projektionen pro Head

JederHead h = 1,..., H erhalt eigene schmalere Projektionsmatrizen:

Oh 0,h 0,h dxd
WP, W W ¢ gix

Q/K/V-Parameterbudget bleibt unveréandert

3-H-d-dy = 3-H-d-(d/H) = 3d°.

Multi-Head ist nicht ,teurer pro Projektion“ — es ist dasselbe Parameterbudget,
umverteilt auf H parallele Unterrdume.

Der Skalierungsnenner andert sich auf das pro Head verwendete \/d;, — jeder Head
arbeitet nun in einem dj.-dimensionalen Unterraum, nicht im vollen d.
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Die Output-Projektion 17/,

Nachdem die Attention pro Head ausgefliihrt und die H pro Head erzeugten Ausgaben
zuriick auf Dimension d konkateniert wurden, mischt eine zusatzliche Matrix sie:

Wy e Rixd.

Das einzige ,,neue“ Element

Wo hat in der Single-Head Attention kein Analogon. Sie ist der Grund, weshalb Multi-Head
Attention 4d? Parameter hat, wo Single-Head 3d? hatte: das zuséatzliche d? ist genau Wo.
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Parameterzahlung: Single-Head vs. Multi-Head

Variante Q/K/V Wo  Gesamt pro Block
Single-Head 3d> — 3d?
Multi-Head, H Heads, d, = d/H 3H -d-dy = 3d* d* 4d?

Die Anzahl der Q/K/V-Parameter ist in beiden gleich; Multi-Head fligt genau die
Misch-Matrix W obendrauf.

Spielzeugbeispiel

d=6,H =2,d; =3:4-36 = 144 MHA-Parameter pro Block. Unabhangig von T'.
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Warum diese Umstrukturierung wichtig ist

Jeder Head erzeugt seine eigene T' x T-Routing-Matrix A"

Spezialisierung liber Heads hinweg

Das Training animiert verschiedene Heads dazu, unterschiedliche Beziehungen zu entdecken:
Koreferenz, Syntax, Position, Klammeribereinstimmung, ...

e Single-Head Attention kann mehrere gleichzeitige Routing-Muster nicht darstellen.
e Multi-Head bekommt das im Q/K/V-Rechenaufwand im Wesentlichen umsonst, zum
Preis der zusatzlichen W-Projektion.
Der Forward-Pass ist die natirliche Verallgemeinerung der Single-Head-Variante:
dieselben flnf Schritte (projizieren, scoren, skalieren, Softmax, gewichten), nun H-mal
parallel, mit Konkatenation + Projektion am Ende.
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MHA Forward-Pass: Projektionen pro Head

Sei X € RT*? der Input zu Block ¢. Fiir jeden Head h =1, ..., H:

QW =xw{h, KW =xw e = xw
Shape-Check.

(T'xd) - (dxdi) — (T xdy).
——  —
X w

Esistalso QW KW V(") ¢ RTxdk
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MHA Forward-Pass: Scores, Softmax, gewichtete Values

Attention-Scores (pro Head):
gh) — = " \7F ) o pTXT

Softmax (zeilenweise; jede Zeile von A summiert sich zu 1):
A = softmaX(S(h)) e RT*T,

Gewichtete Values:
zh) — A (b)) o RT*dk

Dieselben funf Schritte wie bei Single-Head, H-mal parallel ausgefihrt.
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T ——S—S—S—S—S—S—S———————————
T x T ist eine Aktivierung, kein Gewicht

S und A haben Form T' x T — sie sind aber Aktivierungen, keine Gewichte.
e Werden flr jeden Input frisch berechnet; nie als Parameter gespeichert.
e Keine lernbare Matrix im gesamten Transformer hat die Form 7" x T.

e Das 77 in ,Transformer skalieren quadratisch in der Sequenzldnge® bezieht sich
auf Rechenzeit und Speicher im Forward-Pass, nicht auf die Parameterzahl.
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T ——S—S—S—S—S—S—S———————————
Heads konkatenieren und projizieren

Konkateniere die H pro Head erzeugten Ausgaben entlang der Feature-Dimension:
Mische die Teile mit der Output-Projektion:
U= 2wy e R

Shape-Check: (7' x d) - (d x d) — (T x d). v

Wo ist es, was Information, die im Unterraum eines Heads entdeckt wurde, in andere
Koordinaten der Ausgabe einflieBen lasst — nach diesem Schritt sind die Teile nicht
mehr disjunkt.
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MHA-Parameterzahl pro Block

e H Heads x 3 Projektionsmatrizen x (d x dj) Eintrage je:
3H-d-dy, = 3H-d-(d/H) = 3d°.

e Plus Wp € R¥*? mit d2 Beitragen.

Gesamt: 4d° pro Block

Unabhéngig von der Sequenzlange 7.
Spielzeug (d = 6, H = 2, dj, = 3): 4 - 36 = 144 MHA-Parameter pro Block.
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Der Feed-Forward-Block — wo das Wissen lebt

Nach der Multi-Head Attention hat jeder Token Information aus anderen Tokens
aufgenommen. Attention hat ihre Aufgabe des Sammeins erledigt — viel Nachdenken
war aber noch nicht dabei.

Attention produziert lediglich gewichtete Summen bestehender Vektoren. ,Ein
Pronomen, das Information Gber sein Bezugswort aufgenommen hat“ in ,das Konzept
des Tieres, auf das es verweist, angereichert mit Fakten Uber Tiere® zu verwandeln —
das ist die Aufgabe des FFN.

Attention vs. FFN, in einem Atemzug

Attention sammelt Information Uber Positionen hinweg.
FFN verarbeitet sie, pro Token, isoliert.

Das meiste, was wir ,das Wissen des Modells“ nennen, lebt in den FFN-Gewichten.
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FFN: Parameter und Expansionsfaktor
Ein zweischichtiges MLP, unabhangig auf jeden Token angewandt. Fir jeden Block ¢:
Wl(é’) € Rx4d bgf) € R4
WQ(K) € R4xd. bgf) c RY.

Der Expansionsfaktor

Die erste Matrix expandiert die Dimension um den Faktor 4 (in neueren Architekturen manchmal
8): den Token auf 4 x seiner GroRe aufblasen, eine Nichtlinearitdt anwenden, zuriick
komprimieren.

GPT-3 (d = 12,288): die Hidden-Dimension im FFN ist 4d = 49,152.
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FFN: Forward-Pass

Zeilenweise angewandt. Fiir jeden Token h; € R%:
FEN(hy) = @(hy - Wi +b1) - Wa+by € RY,

wobei ¢ eine punktweise Nichtlinearitat ist (ReLU, GeLU, SwiGLU — die Wahl
beeinflusst die Formen nicht).

Auf der gesamten Matrix (mit by, by Uber die Zeilen gebroadcastet):
FEN(H) = o(H - Wi +by) - Wo+by € RT*?,

Shape-Check.
o H-Wi: (T xd)-(dx4d) — (T x 4d)
e addiere by, wende ¢ an: gleiche Form
o - Wi (T x4d) - (4d x d) — (T xd) v
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Positionsweise: kein Mischen Uber Tokens hinweg

W1, Wa, by, ba sind dieselben Matrizen, die auf jede Zeile angewandt werden.

Die entscheidende Beobachtung

Das FFN ist eine positionsweise Abbildung: es behandelt jeden der 1" Tokens unabhéngig,
parallel. Nichts im FFN leitet Information Gber Token-Positionen hinweg.

Dies ist der mathematische Grund, weshalb Attention als eigener Mechanismus
existieren muss — sie ist die einzige Teilschicht, die Zeilen miteinander mischt.

Attention » Routing zwischen Tokens
FFN » Berechnung pro Token
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FFN als Key-Value-Speicher

Eine niitzliche Interpretation des FFN: ein pro Token wirkender Key-Value-Speicher.
e 1I] bewertet den Token gegen 4d interne ,Keys*.
e ¢ steuert, welche Keys aktiv sind — eine weiche Maske, die sagt: ,diese passen®.

e W5 erzeugt die Ausgabe als gewichtete Kombination von 4d gespeicherten
,Values®.

Routing vs. Speicherung

Attention ist Routing — sie braucht relativ wenige Parameter.
FFN ist Speicherung — es braucht viele.
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Wo die Parameter liegen: Attention vs. FFN

Teilschicht Parameter pro Block Spielzeug (d = 6)
MHA (Q/K/V + Wo) 4d? 144
FFN (W1, Wa, by, bo) 8d? + 5d 318

FFN hélt rund zwei Drittel des Budgets pro Block

Fir d = 768: MHA ~ 2,4M, FFN ~ 4,7M Parameter pro Block.
Uber GPT-3s 96 Schichten: zig Milliarden Parameter, die der Transformation pro Token gewidmet
sind.

Das meiste Modellwissen lebt in den FFN-Gewichten, nicht in der Attention.
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Der volistandige
Transformer-Block

nnnnnnnnnnnnnnn




Den Block zusammensetzen (Pre-LN + Residuals)

Jeder Block wendet Layer-Normalisierung an, dann eine Teilschicht, dann ein Residual:
H' = Hy_y + MHA(LN;(Ho_1)),
H, = H + FFN(LNQ(H’)).

Form-Erhaltung

Jede ZwischengréBe liegt in R7*<. Die Form bleibt durchgéngig erhalten — Blocke lassen sich
beliebig stapeln.

Uber die Tiefe des Modells: Attention » FFN» Attention» FFN »
sammeln, dann denken, dann sammeln, dann denken.
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Gesamtparameter pro Block: ~ 124>

Summe Uber die Teilschichten:

2 2 _ 2 ~ 2
4d* 4+ 4d 4+ 8d°+5d = 12d° 4+ 9d ~ 12d°.
MHA zwei LNs FFN

Unabhéngig von der Sequenzlange T’

Spielzeug (d = 6): 12 - 36 + 9 - 6 = 432 + 54 = 486 Parameter pro Block.

Etwa % Attention, 2 FFN. L Blécke (bereinander geben insgesamt ~ 12Ld? Parameter
im Transformer-Stack.
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— Positional Encoding —

~—u Motivation

nnnnnnnnnnnnnnn




Der blinde Fleck — Attention sieht eine Bag-of-Words

Nimm den Satz the cat sat on the mat und durchmische die Wortreihenfolge.

Was andert sich in der Attention?

Strukturell nichts. Die Menge der paarweisen Scores qiT k; ist identisch, nur umetikettiert. Jeder
Score hangt davon ab, welche zwei Tokens beteiligt sind — nie davon, wo sie stehen.

e Der Input der Attention ist mathematisch eine ungeordnete Menge von
Token-Vektoren.

e Ohne Unterstltzung ist der Transformer nur ein sehr teures Bag-of-Words-Modell.
Wir formulieren das gleich als Lemma — und beheben es danach.
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S RRRRRRS—S———————S—S—S
Lemma — Self-Attention ist permutationsaquivariant
Riickblick. Self-Attention ist die Funktion
Attention : RT*4 — RT*d

parametrisiert durch feste (gelernte) Matrizen W, Wy € R¥* und Wy, € Ré*de,

definiert durch

(XWo)(XWik)T
Vi,

mit zeilenweise angewandtem Softmax: softmax(M);; = exp(M;;)/ > exp(Miy).

Lemma (Permutationsaquivarianz)

Fir jede Permutationsmatrix P € {0,1}7*T und jedes X € RT*4 gilt

Attention(X) = softmax( > XWy,

Attention(PX) = P - Attention(X) € RT*dv,
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Beweis des Lemmas

Setze Q = XWq, K = XWg,V = XWy, S = QK" //d, A = softmax(S), sodass
Attention(X) = AV.
Schritt 1 (Projektionen). Matrixmultiplikation ist assoziativ, daher
Q = (PX)Wq = P(XWq) = PQ € RT*%,
und analog K’ = PK € RT*%% V' = pV € RTX4v,
Schritt 2 (Scores). Mit (AB)T = BTA™:
g = QUL (PQWK)T_ p QK pr _ pgpT ¢ gTeT
Vdy, Vi, Vdy,

Schritt 3 (Softmax). Rechtsmultiplikation mit P permutiert die Spalten von S, der Zeilensummen-Nenner
im Softmax hangt aber nicht von der Spaltenreihenfolge ab. Folglich gilt softmax(SP ") = softmax(S) P'.
Linksmultiplikation mit P permutiert die Zeilen und passiert das Softmax trivial. Zusammen:

A" = softmax(PSP') = Psoftmax(S)P' = PAP" e R™T.
Schritt 4 (Ausgabe). Mit P P = I (P ist orthogonal):
Attention(PX) = A'V' = (PAP")(PV) = PA(P'P)V = PAV = P - Attention(X).H
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Was Aquivarianz fiir die Position bedeutet

Jede Ausgabezeile ist eine Funktion nur davon, welche Tokens vorhanden sind, niemals
ihrer Reihenfolge.

Die angereicherte Darstellung des Tokens cat

Identischer Inhalt, ob die Sequenz
the cat sat, sat the cat oder cat sat the lautet
— nur sein Zeilenindex in der Ausgabematrix andert sich.

e Die Ausgabe jedes Tokens hangt nur von der Multimenge der anderen Tokens ab.

e LayerNorm und FFN sind positionsweise, also ist der gesamte Block
permutationsaquivariant.

e Bldcke zu stapeln behebt das nicht — Aquivarianz komponiert.

Konsequenz: Ohne zusatzliches Signal kann das Modell
LJohn liebt Mary“und ,Mary liebt John*buchstablich nicht unterscheiden.
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Die Lésung — Position in die Tokens einspeisen

Wir wollen die Attention selbst nicht andern — die Aquivarianz schenkt uns Parallelitat,
Langenverallgemeinerung und Verzicht auf Rekurrenz.

Der Trick

Andere den Input, sodass derselbe Token an verschiedenen Positionen zu einem anderen
Vektor wird:

X ~ X+ FEps,  Fpos € RTX%

Im Allgemeinen ist nun
Attention(P(X + Epos)) # P - Attention(X + Epos),

weil PEpos # Epos. Die Aquivarianz wird bewusst gebrochen.
Wie wéhlen wir Epos ?— néchster Abschnitt.
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Positional Encoding —
Verfahren

nnnnnnnnnnnnnnn




Drei Standardanséatze

Sei X € RT*? die Token-Embedding-Matrix.

Verfahren Wirkungsort Parameter Verwendet von

Sinusférmig Hy = X + Psn (berechnet) 0 LAttention Is All You Need*
Gelernt absolut  Ho = X + FEpos[0 : T Nmax - d  GPT-2, GPT-3

RoPE rotiere @, K in der Attention 0 LLaMA, moderne Frontier-Modelle

Die Sichtweise ist entscheidend

Zwei davon modifizieren den Input (Hy = X + P); RoPE nicht — es lasst Hy = X unangetastet
und speist die Position spater, innerhalb der Attention-Berechnung, ein. Es gibt keine einzige
~P-Matrix“, die alle drei abdeckt.
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(3a) Sinusformige Positionscodierung (Vaswani et al., 2017)

Die Positionsmatrix wird berechnet, nicht gelernt. Fir Positiont =0,...,7 — 1 und
Frequenzindex k = 0,...,d/2 — 1:

. t t
P[t, 2]{3] = Sln(loooW) 5 P[t, 2k+ ]_] = COS(lOOOW) .

Dannist Hy = X + P € RT*4,

Drei angenehme Eigenschaften

e Null Parameter. P ist ein festes mathematisches Objekt.

e Beliebige Lange. Fir ein neues 7" einfach neu auswerten — nichts zu
redimensionieren.

¢ Relative Positionen entstehen. P[t + A, :] ist eine lineare Funktion von P[t, ;]
(feste Rotation, nur von A abhangig), sodass das Modell relative Regeln aus
absoluten Codierungen lernen kann.

»
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T ——SNNS———S—S—S———L—L—L——————_
(3b) Gelernt absolut (GPT-2 / GPT-3-Stil)
Eine zweite Lookup-Tabelle, indiziert nach Position statt nach Token-Identitat:
Epos € Rmmaxxd,
Fir Eingabelange T' < nax:
P = Eps0:T,:] € RT™™  Hy = X +P.

Das eine n,,., in der gesamten Architektur

Dies ist das einzige Gewicht, dessen Form von der maximalen Sequenzlange abhangt.
e Parameterzahl: ny.x - d.
e Kirzerer Input: Préafix der Zeilen; der Rest bekommt in diesem Durchlauf null
Gradient.

e Langerer Input: keine Zeile zum Nachschlagen — das Modell kann ihn
buchstablich nicht verarbeiten.

‘ﬁmt die harte Kontextfenster-Decke der Pre-RoPE-Modelle wie GPT-2 und GPT-3¢4 75



(3c) RoPE — Rotary Position Embeddings (Su et al., 2021)

Addiere nichts zu X . Stattdessen rotiere () und K innerhalb der Attention um einen
positionsabhangigen Winkel.

Fur jeden aufeinanderfolgenden 2-Koordinaten-Block (2k, 2k + 1) der Zeile ¢; (und k)
wende die 2D-Rotation an:

. ~ [cos(twg) — sin(twy) B 1
R(t-wi) = <sin(twk) cos(twg) )’ “E = 100002k/d”

Warum es zum modernen Standard wurde

e Null gelernte Parameter, keine Matrix mit n,,,,-Form.

e Der Score th ks hangt nur vom relativen Versatz t — s ab — relative Codierung,
nicht absolute.

e Extrapoliert Uber die Trainingslange hinaus (mit nachlassender Qualitat;
abgemildert durch NTK-/YaRN-Skalierung).

5 erwendet von LLaMA, Mistral, Qwen und den meisten aktuellen Frontier-Modellen.
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TS
Verbindung zum Aquivarianz-Lemma
Erinnerung: reine Self-Attention erfilllt Attention(PX) = P - Attention(X).

Positionsinformation entsteht erst durch Brechen dieser Symmetrie — die drei Verfahren
tun das an unterschiedlichen Stellen.

Bruch auf der Input-Seite (sinusférmig, gelernt absolut)

Attention bleibt unveréndert; der Input wird zu X 4 Fj.s. Das Lemma gilt weiterhin — nur ist der
Input nicht mehr permutationssymmetrisch, da P Pyos # Poos-

Bruch auf der Attention-Seite (RoPE)

Attention selbst wird modifiziert: rotiert man @, K um positionsabhéngige Winkel, wird der
Score S;s = ¢/ R(s — t) ks explizit positionsabhangig. Das Lemma beschrieb die unverénderte
Funktion und greift nicht mehr.

Gleiches Ziel, zwei Bruchstellen.
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Stand der Technik heute (2024-2026)

RoPE hat sich fiir autoregressive LLMs durchgesetzt

Praktisch jedes moderne Open-Weights-Modell: LLaMA 1/2/3, Mistral / Mixtral, Qwen 2/3,
DeepSeek V2/V3, Yi, Gemma, Falcon, PaLM 2.
Die GPT-4-Familie ist unbestatigt, soll aber RoPE oder eine nahe Variante einsetzen.

Die anderen Verfahren kurz:

e Gelernt absolut (GPT-2/3, Original-BERT) — Altlast; harte n,,.x-Decke.

e Sinusférmig — hat die Skalierungséra nicht Uberlebt.

e ALiBi (BLOOM, MPT-7B) — anderes relatives Schema, aus dem Fokus.
Warum RoPE gewonnen hat: null Parameter, relative Positionierung,
Langen-Extrapolation (mit NTK-/YaRN-Skalierung), saubere Komposition mit dem
Attention-Skalarprodukt.

Vorbehalt: an der Long-Context-Front (> 32k Tokens) braucht auch RoPE
Skalierungstricks.
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" Ahnlichkeit, Orthogonalitit,

- Projektionen




R ———_—S——_—SS__—
Skalarprodukt vs. Kosinus-Ahnlichkeit (cosine similarity)

z'y = |lz]l2 [lyllz cos.

Das Skalarprodukt hédngt sowohl vom Betrag als auch von der Richtung ab.
Die Kosinus-Ahnlichkeit (engl. cosine similarity) entfernt den Betrag:

cosim(zx, y) 'y
1mix = .
T Tl Tl
Skaleninvarianz. Fir o, 5 > 0:
cosim(auz, By) = cosim(z,y).

Die euklidische Distanz ist nicht skaleninvariant.
Hinweis: In deutschsprachiger Fachliteratur ist auch der englische Begriff cosine similarity weit verbreitet —
beide Bezeichnungen sind tblich.
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T ——S—S—S—S—S—S—S———————————
Kosinus-Ahnlichkeit (cosine similarity): geometrisches Bild

Mit normierten Versionen = = x/||z||2 und y = y/||y||2 gilt
cosim(z,y) = Z'7.

Die Kosinus-Ahnlichkeit ist nichts anderes als das Skalarprodukt nach ¢,-Normierung.
Auf der Einheitskugel (||z|2 = [|y||2 = 1):

lz = yll3 = 2~ 2 cosim(z, y).

Fir normierte Vektoren liefern euklidische Distanz und Kosinus-Ahnlichkeit dquivalente
Reihenfolgen.
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Warum Skalarprodukt und nicht Kosinus?

Self-Attention nutzt q;rkj, nicht die Kosinus-Ahnlichkeit (cosine similarity) — und der
Grund ist nicht blo3 Rechenkostenersparnis.

Der Kosinus verschenkt einen gelernten Freiheitsgrad

Wg und Wi lernen sowohl die Richtung als auch den Betrag von ¢; und %;. Eine erzwungene
Einheitsnorm verwirft das.

Normen kénnen sinnvoll codieren:
e ||gi|| — wie stark Token i irgendwohin attended will
e ||k;|| — wie laut Token j sich anbietet

Die numerische Stabilitat des rohen Skalarprodukts wird durch Softmax plus die
Skalierung 1/+/dy. erledigt — dafiir braucht es keine Kosinus-Normierung.
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Warum nicht die euklidische Distanz?

Die Distanz erschiene ebenfalls natirlich, und
-
lai — kslls = llall3 + k513 — 24" k;.

Die Distanz reduziert sich also auf das Skalarprodukt plus zwei Selbstnormen. Warum
nutzt man sie nicht?
e Komposition. ¢ k; = h] WoW,Lh; ist eine saubere Bilinearform in den gelernten
Gewichten; eine quadrierte Distanz verliert diese Form.
e Softmax-Vertraglichkeit. Softmax erwartet gréf3er = relevanter. Die Distanz ist fir
weniger &hnliche Paare groBer, und ihr Offset ||¢;||? + ||k;||? variiert pro Token.

e Hochdimensionales Verhalten. Bei groBem d;, dominieren tendenziell die
Selbstnorm-Terme und Uberdecken den paarweisen Term.
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Warum keine allgemeinen /,-Normen?

llx — y||, flr r # 2 ist eine legitime Distanz — aber sie beantwortet eine andere Frage.
e ||z — y||2: wie weit sind die Punkte auseinander?
e cosf: wie ausgerichtet sind die Richtungen?

Warum r = 2 besonders ist:

.
Izl = ="

Die euklidische Geometrie entspringt einem Skalarprodukt, das Zugang zu Winkeln,
Orthogonalitat, Projektionen und Gram-Matrizen liefert. Allgemeine £,.-Normen
interagieren nicht so natrlich mit der Matrixmultiplikation.
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T ——S—S—S—S—S—S—S———————————
Orthogonalitat und Projektionen

Orthogonalitit. z L y genau dann, wenn z "y = 0 — keine Komponente in der
Richtung des jeweils anderen.

Skalarprojektion von x auf u:

$TU

lulle

Vektorprojektion:

SL'TU

proj, () = —3u.

Skalarprodukte messen, wie stark ein Vektor in Richtung eines anderen zeigt — ein
groBBes Query-Key-Skalarprodukt bedeutet starke Ausrichtung.
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Zusammenfassung und
Kernaussagen




Zusammenfassung: Kernidentitaten

Matrix mal Vektor
-
rLx

n
Axr = E Tja; = :
j=1 T
Ty &

Zeilenvektor mal Matrix
m
ul'A = Z ugr]
=1
Matrix mal Matrix

AB = (Aby,..., Ab,) =

Gram-Matrix: (XX ");; = 2] z;.

o0 o o
Q000
.}m
H en

|70/73



T ——S—S—S—S—S—S—S———————————
Zusammenfassung: Self-Attention-Pipeline

Q= XWy, K = XWg, V=XWy
S = QK"
Attention(X) softmax(%) 1%

In einem Atemzug
Rechtsmultiplikation » Zeilenwirkung » Q/K/V-Projektionen » Gram-artiges QK T »
Softmax + Value-Mittelung.
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Fallstricke, auf die man achten sollte

e Zeilen und Spalten zu verwechseln

o die Dimensionsvertraglichkeit zu vergessen

e zu denken, AB und B A seien meist dasselbe

e zuvergessen, dass (AB)" = BT AT, nicht ATBT

e Skalarprodukt-Ahnlichkeit mit euklidischer Distanz zu verwechseln

e anzunehmen, Kosinus-Ahnlichkeit (cosine similarity) und euklidische Distanz seien
ohne Normierung aquivalent

e zu denken, Attention-Scores seien Kosinus-Ahnlichkeiten — es sind skalierte
Skalarprodukte
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Kernaussagen in einer
Zeile

Linksmultiplikation transformiert Spalten.

Rechtsmultiplikation transformiert Zeilen.

QK " speichert alle Query-Key-Skalarprodukte.

Kosinus vergleicht Richtung; Skalarprodukt vergleicht Richtung und Betrag.
Self-Attention ist lineare Algebra plus Softmax.
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